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ANNEXE 3. QUELQUES FONCTIONS DE LA THEOR IE DU
CONSOMMATEUR

1. PRESENTATION

Nous avons prZcZdemment Zcrit le programme du
consommateur de la fason suivante :

13X X))

MaxcU (x5, ey X

N

5.C. Zpl.xl. <R

i=1

ce qui peut s'Zcrire plus simplement en posant x le vecteur des
N biens et p le vecteur des N prix :

MaxU(x)
sc. px<R

Ce programme permet d'obtenir les fonctions de demande x =
x(p, R).

On peut donc rZZcrire la fonction d'utilitZ U(x) = U(x(p , R)) =
V(p, R). La fonction V(p, R) est appelZe fonction d'utilitZ
indirecte. Elle indique le niveau maximum d'utilitZ que le
consommateur peut atteindre Ztant donnZs les prix des biens et
son revenu. En d'autres termes :

V(p,R) = maxU (x)
sc. px=R

On a I'ZgalitZ px = R car " l'optimum, les demandes sont telles
que le revenu est entierement dZpensZ (sous I'hypothese de
non-satiZtZ).

Les propriZtZs de cette fonction d'utilitZ indirecte sont :



- V(p, R) est non croissante en p, c'est-" -dire que si p'>p alors
V(p', R) < V(p, R). De meme, V(p, R) est strictement
croissante en R (si I'hypothese de non-satiZtZ est vZrifiZe).

- V(p, R) est quasi-convexe en p

- V(p, R) est homogene de degrZ 0 en p et R

P A V(p.R) 4

V(p, R) = U.
V(p, R) = U

>

P+
R donné p donnés

Le 1% graphique indique le niveau d'utilitZ atteint, pour un
niveau de revenu donnZ, en fonction du prix des biens.



Le 2" graphique indique ['utilitZ atteinte, pour des prix
donnZes, en fonction du niveau de revenu. Ce 2" graphique
peut Zgalement se lire de fason inverse comme indiquant le
niveau de revenu nZcessaire pour atteindre un niveau d'utilitZ
donnZ, Ztant donnZ le prix des biens. La fonction qui relie ainsi
le revenu et l'utilitZ, c'est-"-dire l'inverse de la fonction d'utilitZ
indirecte, s'appelle la fonction de dZpense et est notZe E(p, U).

De fason Zquivalente, la fonction de dZpense est donnZe par le
programme suivant :

E(p,U) = min px
sc. UX)!'U

En d'autres termes, la fonction de dZpenses indique le cozt
minimum pour atteindre un certain niveau dutilitZ . Cette
fonction est strictement Zquivalente " la fonction de coZzt du
producteur, elle en possede les propriZtZs :

- Elle est strictement non dZcroissante en p

- Elle est homogene de degrZ 1 en p (si les prix sont
multipliZs par un certain facteur t, le revenu Ztant par
dZfinition constant, la dZpense est multipliZe par ce facteur

H

- Elle est concave en p (si le prix d'un bien augmente les
autres Ztant constant, la dZpense doit nZcessairement
augmenter mais ~ un taux dZcroissant car le consommateur
va substituer au bien dont le prix augmente, les autres
biens)

La rZsolution du programme de minimisation de la dZpense ck
dessus permet de dZfinir des fonctions de demande qui sont
fonction des prix et de ['utilitZ. Ces fonctions de demande



s'appellent les fonctions de demande Hicksiennesou fonctions
de demande compensZe (car elle fournit la demande optimale "
utilitZ donnZe) et sont notZes h(p, U). Ces fonctions de
demande ne sont bien entendues pas directement observable
puisqu'elles dZpendent de ['utilitZ. Seules les fonctions de
demande exprimZe en fonction des prix et du revenu sont
observables, ce sont les fonctions de demande ordinaires que
l'on a prZsentZe avant x = x(p, R). On les appelle parfois les
fonctions de demande Marshalliennes

Etant donnZes ces diffZrentes fonctions, on peut prZsenter
quelques identitZs importantes qui relient ces fonctions entre
elles.

- E(p, V(p, R)) = R : la dZpense minimale pour atteindre un
niveau d'utilitZ V(p, R) est R.

- V(p, E(p, U)) = U : le niveau maximum d'utilitZ que I'on peut
retirer d'une dZpense E(p, U) est U

- Xi(p, R) = hi(p, V(p, R)) : la demande Marshallienne pour un
niveau de revenu R est la meme que la demande Hicksienne
pour un niveau d'utilitZ V(p, R)

- hi(p, U) = xi(p, E(, U)) : la demande Hicksienne
correspondant ~ un niveau d'utilitZ U est la meme que la
demande Marshalienne correspondant ~ une dZpense E(p,
U).

La derniere identitZ est probablement la plus importante car

elle relie ensemble la demande Hicksienne "inobservable" et la
demande Marshalienne "observable". Cette identitZ indique que
la demande Hicksienne (c'est" -dire la solution du programme

de minimisation de la dZpense) est Zgale "~ la demande
Marshalienne pour un niveau appropriZ de revenu (plus
prZcisZment le niveau de revenu nZcessaire ~ prix donnZs pour
atteindre le niveau dZsirZ d'utilitZ). Cela signifie que n'importe



guel panier optimal est aussi bien la solution du programme de
maximisation de ['utilitZ que du programme de minimisation de
la dZpense (c'est la thZorie de la dualitZ, cf. apres).

Une implication de ces identitZs est l'identitZ de Roy qui est :

"V(p,R)

Xl(p,R) =#"VI;% I

IIR

qui indique que la demande optimale Marshalienne d'un bien i
est Zgale au TMS entre le revenu du consommateur et le prix
de ce bien.

DZmonstration :

La fonction d'utilitZ indirecte est donnZe par :

V(p, R) = U(x(p, R))

Si on diffZrencie par rapport " p j, on obtient :

V(p,R) _ EN:BU(X) X,
apj o 0X ap,-

Comme x(p, R) est la fonction de demande, elle satisfait les
conditions du 1° ordre du programme de maximisation de
oU

l'utilitZ ( 9% _ A Vi). On obtient donc

oV (p,R) Y, ox,
WDR) _y3 p,
dp; Z‘ ap

J



La fonction de demande est Zgalement telle que le revenu est
entierement dZpensZ, soit p.x(p, R) = R. Si on diffZrencie cette
identitZ par rapport " p j, on obtient :

X
X, (p,R) +1 p.q=

i=1 j
Si on remplace cela dans I'Zquation cidessus, on obtient :

#V(p, R)

o x;(p,R)

J

Maintenant si I'on refait pareil mais en diffZrenciant par rapport
au revenu, on obtient pour la diffZrenciation de la fonction
d'utilitZ indirecte :

8V(p,R) Zp

et pour la diffZrenciation de la contrain te budgZtaire :

PR T

Ces deux dernieres relations nous donne :

NPER _,

oR
multiplicateur de Lagrange reprZsente |'utilitZ marginale du
revenu.

rZsultat que nous avons dZj" vu qui est que le



On a donc M=".’xj(p,R) et M=!, ce qui
#p, "R
permet donc bien de dZmontrer lidentitZ de Roy
dV(p,R)
___ op, :
xi(p,R)——m Vi
OR

Les diffZrentes fonctions que I'on a prZsentZ dans cette section
sont issus de la thZorie de la dualitZ.

Deux systemes sont dits duaux si les concepts utilisZs dans
chacun d'entre eux permettent d'Ztablir une correspondance
entre leurs rZsultats respectifs. Les thZorsmes de dualitZ disent
alors que si une proposition peut stre prouvZe dans l'un des
systemes et si I'on peut montrer qu'une propositi on dans l'autre
systeme est duale de celle-ci, alors la proposition duale est
Zgalement vZrifiZe. Ainsi, les programmes Max U s.c.
budgZtaire et Min E s.c. d'utilitZ sont strictement Zquivalents.

L'intZret est que certaines dZmonstrations sont parfois
beaucoup plus simples ~ faire dans un systeme plut™t que dans
l'autre. Ainsi, plut™t que d'analyser le systeme initial (primal),
on peut prZfZrer construire son systeme dual et y effectuer les
dZmonstrations. C'est ce que nous allons faire plus bas dans le
cadre des Zquations de Slutsky.

2. APPLICATION DANS LE CAS DE LA FONCTION
D'UTILITE COBB -DOUGLAS

Soit la fonction d'utilitZ U (x,x,) = X% 2.

Les fonctions de demande Marshaliennes peuvent -stre

obtenues en rZsolvant le programme de maximisation de
'utilitZ.



Les conditions du 1°" ordre nous donnent :

a X _p

lax p,

En remplasant dans la contrainte budgZtaire, on obtient :

_ _ 1 a
R = px, + p,x, = px, +7p1xl

On obtient donc les fonctions de demande Marshaliennes :

aR
xl(p1>p2>R) = ?
1
(1-a)R
x2(plsp2:R): p
2

Si on remplace ces fonctions de demande dans la fonction
dutilitZ, on obtient la fonction dutilitZ indirecte

a 1-a

aR 1-a)R B —a a a-

VipuppR)=| BNAZDRY 1 ayrer pop,
D1 P2

La rZsolution du programme de minimisation de la dZpense
nous donne la fonction de dZpenses :

E(p,U) =Min px + p,%

aylla —

sC. XX “=U

1 a

On peut rZZcrire ce programme : I\/iin pX, + pUiax 2

1 1

La condition du 1* ordre est p, ! lli pUlax 'a =0
I a

On obtient donc les demandes Hicksiennes :



1-a P,

(A Y(e)
hz(pl,pz,U)—[l_aj (plj U

Si on remplace ces fonctions de demande, dans la fonction ~
minimiser, on obtient la fonction de dZpense :

1-a -a
a a -
E =|| —= — anl-ay
(pla pZ:U) [(l—a] +(l_aj }pl p2

On peut Zgalement retrouver l'identitZ de Roy. Celle-ci indique :

hl(pl,pz,U){i] [&j U

V(p,R)
___op -
Xi(paR)__W Vi
oR

Or, si on dZrive la fonction d'utilitZ indirecte, on obtient :

'V _, a

'n P
AV

IR R
On adonc:
IV

! R : A o~
n P +a? =x,(p, P, R) ce qui correspond bien ~ lidentitZ
1

'R
de Roy.

3. L'EQUATION DE SLU TSKY



L'Zquation de Slutsky permet d'indiquer ce qui se passe pour la
demande Marshalienne de bien j lorsque le prix du bien i varie,
le prix du bien j et le revenu Ztant constant. Elle dZcompose
I'effet du changement de prix en 2 effets, I'effet substitution et
I'effet revenu.

Comme nous l'avons vu graphiquement, I'effet revenu provient
du fait que la variation du prix du bien induit une variation du
revenu rZel (pouvoir d'achat) du consommateur provoquant
donc une Zvolution de la demande de biens. A cet effet revenu,
vient s'ajouter un effet de substitution, I'augmentation du prix
relatif du bien i conduit le consommateur ~ substituer du bien j
au bien i. Pour distinguer cet effet de substitution de [I'effet
revenu, on suppose que l'on fournit au consommateur un
revenu compensatoire lui permettant soit de conserver son
niveau d'utilitZ initiale (compensation de Hicks), soit de se
procurer son panier de bien initial (compensation de Slutsky).

3.1. Compensation de Hicks

Dans le cas de la compensation de Hicks, |'effet de substitution
(ou effet prix compensZ) sera Zgale " la variation de la
demande induite par une variation des prix " utilitZ inchangZe.
L'effet de substitution de Hicks est donc tout simplement

'h(p,U .. _ Ix(p,R
#. On |'Zcrit parfois aussi ﬁ .

'p P g

L'effet revenu va stre le produit de la variation du revenu
nZcessaire pour garder un niveau dutilitZ constant par
I'influence de la variation du revenu sur la demande de bien j.
L'influence de la variation du revenu sur la demande de bien |
ax].(p, R)
oR

est mesurZe par . Il reste donc ~ calculer la variation

de revenu nZcessaire pour maintenir I'utilitZ constante. Ce qui
revient © se demander quelle est la dZpense minimum que le
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consommateur doit faire pour conserver son utilitZ constante
lorsque le prix du bien i varie. Cette dZpense est donc mesurZe

| .~
par w Cependant, du fait des propriZtZs de la fonction

JE(pU)

de dZpense, on a =x(p,R). Donc au total I'effet

i

'x.(p,R
revenu est %

x(p,R) affectZ d'un signe nZgatif

puisque l'augmentation du prix du bien i conduit ~ rZduire la
consommation du bien j.

Donc au final I'’Zquation de Slutsky dans le cas d'une variation
compensatrice " la Hicks est :

Effet total = effet substitution + effet revenu

'x,(p,R) _ thi(pU), 'x,(p.R)
'p; y2 'R

x,(p.R)
3.2. Compensation ~ la Slutsky

Lorsqu'on fournit au consommateur une compensation ~ la
Slutsky, on lui fournit un revenu compensatoire lui permettant
de continuer ~ se procu rer son panier initial.

Comme prZcZdemment l'influence de la variation du revenu sur

ox,(p,R)

la demande de bien j est mesurZe par . Il reste donc ~

calculer la variation de revenu nZcessaire pour maintenir la
possibilitZ de consommer le parier initial. Il consommait
initialement x; de bien i, son revenu rZel (pouvoir d'achat)
diminue donc au taux de x; (1 franc d'augmentation dans le prix
du bien i signifie x; de moins ~ dZpenser). Donc au total I'effet
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Ix.(p,R
revenu est de " %

X (p,R) (comme avant on multiplie le
taux de variation de la consommation du bien j induite par une
variation du revenu par le taux de variation du revenu). L'effet
de substitution de Slutsky s'Ztudie Zgalement de la meme fason
qu'avant. Il est Zgale " la variatio n de la demande de bien j
induite par une variation du prix du bien i sachant que I'on lui a
fournit un revenu compensatoire continuer ~ se procurer son
panier initial. On peut alors dZfinir une fonction de demande de
Slutsky s(p, x). L'effet de substitut ion de Slutsky serait alors

5 .~ 95(p,X)

Zgal qui mesure l'effet de la variation du prix du

1
bien i sur la demande de bien j sachant que le consommateur
peut toujours se procurer le panier de bien initial.

Donc au total, I'effet sur la demande Marshalienne du bien j est

% (p,R) _!'s;(p,Xx), 'x;(p,R)
'p Ip IR

Effet total = effet substitution + effet revenu

On a donc 2 Zquations de Slutsky diffZrentes. Cependant, on
peut montrer que pour des variations infinitZsimales des prix,
les 2 effets de substitution sont identiques conduisant au meme
effet total.

On retient donc en gZnZral la 1™ Zquation de Slutsky
(compensation ~ la Hicks).

Si le prix du bien i varie de dp;, on a alors :

Ix;(p,R) i, = !hj(p,U)d . Ix;(p,R)

dx; # l
'p;

x.dp.
!pl pl !R lpl
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3.3. La fonction d'utilitZ de type Cobb-Douglas et I'Zquation de
Slutsky

On peut retrouver I'Zquation de Slutsky dans le cas de la
fonction d'utilitZ de type Cobb-Douglas avec 2 biens.

Comme on l'a vu prZcZdemment, on a alors la fonction de
demande hicksienne pour le bien 1 qui est :

U a,

h(popal) =540 é{} U
Sion dZrive par rapport aux prix, on obtient :

(hl_o a $ I!a al2 _ 1'a 1a alz
U(all =la 1la U
ey (al1)p (1t a)p,

(" _pea 5 U (1ta)p®=a"(1ra)yp, pt' U
(P, &lla#

On peut remplacer U par la fonction d'utilitZ indirecte car cette
fonction reprZsente I'utilitZ maximum obtenue " I'optimum du
consommateur :

V(p,p,R)=a*(1-a) R p*p,*"

On obtient donc :

:_n:!al!a(ll a)apzllaplaIZU _| 1!3(1! a)apzlla al 2 a(ll a)llaR pl p2 _'a(1| a)‘
P

pz

la all
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Les fonctions de demande marshalienne pour les biens 1 et 2
sont :

aR
x,(py, PoiR) :?
1
1-a)R
X, (1 P2y R) Z%
2

Si on dZrive la fonction de demande du bien 1 par rapport au
revenu et aux prix, on obtient :

Iy _a
'R p

|
ﬁ:"aRpl
'py

2h

'p,

On obtient donc :

!lﬂhu 'Xl —_n n "2 aaR_" “2—!Xl
H EXI_ a(1" a)R p, EE_ aR p, 1R
!h" le _ n "a "an a " R _ _IX1
—L" Ay, =al"a)Rp *p, " —(1"a)—=0=—"2L
p, 1R LS P, p,

ce qui correspond bien aux Zquations de Slutsky.

4. LES ELASTICITES

Comme nous lavions vu graphiquement, la variation de la
consommation d'un bien qui rZsulte de la variation ou des prix
peut diffZrer fortement selon les biens. Pour mesurer cette plus
ou moins grande sensibilitZ de la demande au revenu et aux
prix, on se rZfsre gZnZralement " la notion d'ZlasticitZ.
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4.1. L'ZlasticitZ revenu

On appelle ZlasticitZ revenu de la demande en bien i, le rapport
de la variation relative de la demande de bien i et de la
variation relative du revenu, soit :

dx(p,R)
% _MR il est 2vi -
n = R = dR X (quand il est Zvident que l'on parle de
R

demande Marshalienne, il n'est pas utile d'Zcrire l'intZgralitZ de
la fonction de demande).

Pour des petites variations du revenu, cette ZlasticitZ peut se

. I x
calculer par les dZrivZes partielles: ", :%E.
RX

Soit ¢, le coefficient budgZtaire du bien i qui mesure la part du
revenu du consommateur consacrZe ~ I'achat de bien i.

"' - pIXX(p9 R)
' R
N
avec | ", =1
i=1

ox,
J6 P onR-PX
On obtientdonc : — = >
dR R

On adonc:
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%>O si ?R! x >0cadsi# >1 : la part du revenu
consacrZ " ce type de bien augmente avec le revenu, ce sont
des biens de luxe (loisir, culture, transport, etc.)

"% "X : s :
R =0si ﬁR! x, =0 cadsi # =1 : cela caractZrise des biens
dont le coefficient budgZtaire ne varie pas sensiblement avec le
revenu, ce sont des biens normaux.

"—Rf <0 si %R! x, <0 cadsi # <1 : le coefficient budgZtaire
de ces biens diminue lorsque le revenu augmente, c'est le cas
de la plupart des biens de 1™ nZcessitZ que l'on appdle
gZnZralement des biens prioritaires (alimentation). Dans ce
dernier cas, on peut avoir aussi les biens infZrieurs pour

lesquels n, <0 c'est-"-dire dont la consommation diminue

lorsque le revenu augmente. Ce sont les biens infZrieurs
comme certains biens alimentaires (pomme de terre, pain).
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4.2. L'ZlasticitZ prix directe

On appelle ZlasticitZ prix directe de la demande en bien i, le
rapport de la variation de la demande de bien i et de la
variation du prix du bien i, soit (pour de pet ites variations):

dx,
W X _lxop
g x
Pi

Cette ZlasticitZ prix directe est gZnZralement nZgative sauf dans
le cas (plus thZorique que rZel) des biens Giffen.

Pour prZciser la relation entre ZlasticitZs prix directe et
sensibilitZ de la demande, on note D, la dZpense du
consommateur en bien i :

Di =pixi(p.R)
. D "X "% P
Onadonc: —=x+p—=x(L+-——"1)=x(1+/,)
Y Y B X
9D, >0sig >-1
; ap;
On obtient alors :
oD. .
—<0sig <-1
api

On a donc 2 types de biens. Ceux dont I'ZlasticitZ prix directe
est faible en valeur absolue (g, > —1). Pour ces biens, la hausse

du prix ne rZduit que faiblement la demande de sorte que la
dZpense augmente. Les produits alimentaires et I'Znergie font
partie des biens dont la demande est faiblement Zlastique par
rapport au prix. On a d'autre part les biens d ont la demande est
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fortement Zlastique au prix (", <!1). Une hausse des prix

conduit alors ~ une forte rZduction de la consommation. Ce
sont par exemple de nombreux biens de loisir ou de culture.

4.3. L'ZlasticitZ prix croisZe

On appelle ZasticitZ prix croisZe de la demande en bien i par
rapport au prix du bien j le rapport de la variation relative de la
demande de bien i et de la variation relative du prix du bien j,
soit (pour de petites variations):

dx
g__:i:%&
'dp o op; x

P;

Lorsque cette ZlasticitZ est positive, cela signifie que les 2 biens
sont substituables tandis que si elle est nZgative, les 2 biens
sont complZmentaires. Une ZlasticitZ nulle signifie que les 2
biens sont indZpendants (trop ZloignZs pour que la
consommation de l'un influence celle de l'autre).

Etant donnZs ces diffZrentes ZlasticitZs, on peut alors rZZcrire
I'’Zquation de Slutsky en termes d'ZlasticitZ.

4.4. L'Zquation de Slutsky en termes d'ZlasticitZ

L'Zquation de Slutsky est
'x.(p,R th(p,U) 'x.(p,R

X(p,R) _th(pU), 1x(p )x,.(p,R)

'p; y2 'R
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Si on multiplie cette Zquation par pi/x;, on obtient :

%j(p’R) P; — %j(p’U) bi $ %j(p,R) X-( R)L
%, x(pR) %, x(pR) B x;(p.R)
%,(pR) p _B(pU)_ p $ %,(p.R) x(p,R)—2i R

%, x(p.R) %, x(pR) B x;(p.R)R
soit
#y = #j‘j‘ﬁ $", 4

L'ZlasticitZ prix croisZe du bien j = ZlasticitZ prix croisZe
compensZe du bien j (i.e. ~ utilitZ constante) B ZlasticitZ revenu
du bien j* coefficient budgZtaire du bien i.
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